Математикадан Республикалық олимпиаданың аудандық кезеңі

2012 – 2013 оқу жылы.
Құрметті оқырман! Сіздерге олимпиада есеперін шешудін басқа әдемі (оригинальное решение) әрі қысқа жолдары белгілі болса, ой бөлісулеріңізді сұраймын. Пікірлеріңізді сайт бетінде қалдыруларыңызға немесе amangeldi.sadykov@mail.ru эл. адресіне жолдауларыңызға болады
8 сынып

І тур

1 есеп.1 + 2 + 22 + 23 + ∙∙∙ + 277 саны 7 – ге қалдықсыз бөліне ме?

Шешуі: Мына өте әдемі заңдылықты (формуланы) жадыңда сақтаған абзал.

a0 + а1  + а2 + а3 +∙∙∙ + аn = [image: image2.png]


  Осы формула негізінде қосындыны оңай табуға болады 1 + 2 + 22 + 23 + ∙∙∙ + 277 = [image: image4.png]


 = 278 – 1 , 278 – 1 = (239 -1) (239 +1) =

= (23(236 – 1) + 7) (239 +1)      236 – 1= (218 -1) (218 +1),   218 -1 = (29 -1) (29 +1) = 

=511(29 +1), 511 саны 7 –ге қалдықсыз бөлінгендіктен    23(236 – 1) + 7 саны, яғни алғашқы сан 7 –ге қалдықсыз бөлінеді. Жауабы: 7 – ге бөлінеді

2 есеп.  Нақты а,b, с сандары (а + b +с )2 = 3(ab + bc + ca) теңдігін қанағаттандыратындығы белгілі. Онда a=b=c  екенін дәлелдеңдер


Шешуі: (а + b +с )2 = а2 + b2 +с2+ 2(ab + bc + ca) ⇒ а2 + b2 +с2+ 2(ab + bc + +ca) = 3(ab + bc + ca), яғни а2 + b2 +с2=ab + bc + ca, демек a=b=c  

8 сынып.   ІІ тур

4. Қанша екі орынды санның цифрларының қосындысы бүтін санның квадраты болады?

Шешуі: а+в = 12, а+в = 22, а+в = 32, а+в = 42, барлығы 17 жағдай
 Жауабы: 10,13,18,22,27,31,36,40,45, 54,63,72,81,79,88,90,97

5) Сегізінші сыныптың бір оқушысы кез – келген квадратты одан кіші он квадратқа бөлшектей аламын дейді (кіші квадраттың ішінде өлшемдері тең болатын квадраттар кездесуі мүмкін). Ол қателесіп тұрған жоқ па?

Шешуі: Квадратты одан кіші квадраттарға келесі түрде бөлейік.

Квадрат өзінен кіші он квадратқа бөлінсін. Оқушы қателесіп тұрған жоқ.

	
	
	

	
	
	

	
	
	

	
	
	


6. Егер, x + y = 4 және  x2 + y2 = 10 екені белгілі болса,  x4 + y4 өрнегінің мәнін табыңдар

Шешуі: x2+2xy + y2 = 16  немесе  2xy + 10 = 16⇒ xy =3, x4 + y4 = 100 – 2x2y2.  

x4 + y4 = 100 –2∙9,           x4 + y4 =82. Жауабы: 82 

9 сынып.  І тур

1 есеп.   А = [image: image6.png]


  және  [image: image7.wmf]÷
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 сандарын салыстырыңдар.
Шешуі:[image: image9.png]I
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 >1,   [image: image11.png]1424+
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 = а деп белгілейік. Сонда А – В айырмасы

[image: image13.png]1 1 1 1 (100
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 болғандықтан  [image: image15.png]-1>0



 , ендеше А > В

2 есеп    [image: image16.wmf]4
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 санының ондық жазбасында 9 цифры қанша рет кездеседі?

Шешуі: 93 (10 – 1)3 = 999 - 3∙9∙10 = 999 – 270 = 729

[image: image231.png]


 993 (102 – 1)3 = 999999 - 3∙99∙102 =999999 -  29700 = 970299

[image: image232.png]


[image: image233.png]


[image: image234.png]


[image: image235.png]


[image: image236.png]


9993   = (103 – 1)3 = 999999999 – 3∙999∙103 = 999999999 – 2997000 = 99 7002 999

[image: image237.png]


[image: image238.png]


[image: image239.png]


[image: image240.png]


[image: image241.png]


[image: image242.png]



[image: image243.png]


                                         

999...93 = (10100 – 1)3 =  999...9 – 2999...97∙10100 = 599...9 7000...02 999...9 


Жауабы:9 цифры 199 рет кездеседі

3 есеп. Егер АВС үшбұрышына сырттай сызылған шеңбердің центрі ВД диагоналында жатса, онда АВСД ромб болатыны шын ба?

Жауабы: а) АВСД – ромб. ВД диагоналы АВС үшбұрышындағы В бұрышының биссектрисасы.

ә) АВСД – ромб, өйткені ВД диагоналы орта перпендикуляр. 

9 сынып. ІІ тур

4) Егер бүтін x, y сандары үшін x2+3xy + y2 өрнегінің мәні 25 –ке бөлінетін болса, онда x пен  y сандарының әрқайсысы 5 –ке бөлінетінің дәлелдеңдер.

Шешуі: [image: image18.png]x? +3xy+y*?
25



 = [image: image20.png]Ce+y)? +xy
P



 =[image: image22.png](E+2)



 + [image: image24.png]


 ∙ [image: image26.png]s




5) Кеше ойын алаңындағы ұл балалардың саны қыз балаларға 

         қарағанда біржарым есе көп болды. Бүгін ұл балалардың саны

         қыз балалардың санының квадраты болып тұр және кешегімен

         салыстырғанда,            ұл балалардың саны 6-ға, ал қыз балалардың 

         саны 7-ге кеміген. Кеше ойын алаңындағы барлығы қанша бала 

         болған еді? 

                     Жауабы: ұлдар-42, қыздар-28, барлығы-70.

       6) Кез-келген n саны үшін [image: image27.wmf](
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 тепе-теңдігі

           орындалатынын дәлелдеңдер. Мұнда k!=1·2·….·k

      Шешуі: n=1 ,  1·1!=(1+1)! − 1 .1= 1 дұрыс

                     n=k ,   1·1!+2·2!+….+k·k! = (k+1)! − 1 дұрыс делік,

                     n=k+1 үшін дұрыс екендігін дәлелдейік,

                     1·1! + 2·2!+….+k·k! + (k+1)·(k+1)! = (k+2)! − 1

                     (k+1)! – 1 + (k+1)(k+1)!=(k+2)! − 1  

                     (k+1)!(1+k+1) = (k+1)!(k+2) = (k+2)!

10 сынып.

І тур
1. Кез – келген натурал саны үшін 2∙3n ≤ 2n + 4n  теңсіздігі орындалатынын дәлелдеңдер. Теңдік қашан орындалады?

Шешуі: Математикалық индукция әдісін қолдансақ

n=1, 2∙31 = 21 +41,  6 = 6

n = R,  2∙3R ≤ 2R + 4R  ақиқат делік, ендеше  n = R+1 болғанда 

2∙3R+1 ≤ 2 R +1 + 4R+1  дұрыс екенін дәлелдейік

2∙3∙3R ≤ 2∙2R + 4∙4R, 3∙3R ≤ 2R + 2∙4R,  3R + 2∙3R ≤ (2R + 4R) + 4R  өйткені 

3R < 4R    д.к.о.е. 

2) Ұлының туған күнін тойлап жатып, әкесі оның атасына былай

    деп тіл қатты:- Бүгін ұлымның жасы, менің жасым және сіздің жасыңыз-бәрі жай сандар.-Иә, ал бес жылдан соң біздің жастарымыздың бәрі толық квадраттар болады,- деп атасы жауап қайтарды. Немересі туған кезде атасы қанша жаста еді?

Жауабы:  бүгін немересі 11-де, әкесі 31-де, атасы 59-да.

Бес жылдан соң немересі 16-да, әкесі 36-да, атасы 64-те болады.

3. Сүйірбұрышты АВС үшбұрышының ішінен алынған Р нүктесіне үшбұрыштың қабырғаларына қатысты симметриялы нүктелердің бәрі АВС үшбұрышына сырттай сызылған шеңбердің бойында жатқаны белгілі болса, Р нүктесі үшбұрышының қиылысу нүктесі болатынын дәлелдеңдер.

Шешуі: 1) алдымен Р нүктесінің бойында жататын нүктелерді салайық. Шеңбер сызамыз. Шеңбердің бойында жатқан А және В нүктелерін центр етіп алып, радиустары әртүрлі шеңбердің доғаларын сызамыз. (1 – сурет).Бұл доғалардың қиылысу нүктесін Р, ал шеңбермен қиылысу нүктелерін Р1,Р2,Р3 деп белгілейміз. Сонда Р1,Р2,Р3 нүктелері Р нүктесіне үшбұрыштың қабырғаларына қатысты симметриялы нүктелер және А, Р, Р1, сол сияқты В, Р,Р2 нүктелері сәйкесінше бір түзудің бойында жатады. АР1∩ ВР2 = Р

2) РР3 кесіндісінің ортасы О1 нүктесі арқылы осы кесіндіге перпендикуляр түзу жүргізейік. (2 – сурет). Бұл түзу А және В нүктелерінен өтеді, өйткені 

РО1 =Р3О1 , сондықтан, АР = АР3 ,ВР = ВР3 (3 – сурет)

3) РО2 = Р1О2 , РО3 = Р2О3 .  ВО2 ⊥ РР1 , АО3 ⊥РР2  

АО3 ∩  ВО2 = С    АО2 ∩  ВО3 = Р. Сонымен,    Р3Р ∩РРРРР АО3 ∩  ВО2 = С, демек Р нүктесі үшбұрыш биіктіктерінің қиылысу нүктесі.



 

[image: image28.emf] 

А 


1 – сурет                                                              3 – сурет 



                                                                                2 – сурет 

10 сынып 
ІІ тур

4. Егер тіктөртбұрыштың қабырғалары мен диагональдарының ұзындықтары натурал сандар болса, оның ауданы 12 –ге бөлінетінің дәлелдеңдер

Шешуі: Тікбұрыштың қабырғаларының ұзындықтары x = m2−1, y=2m ал дигональдарының ұзындығы z = m2 +1 болсын. 

S = xy =2m(m2−1),  m ∈ N

[image: image30.png]2m(m?®-1)
12



  = [image: image32.png]m(m?-1)



 =  [image: image34.png](m—1)m(m+1)
5



        д.к.о.е. 

5. Қабырғасы 10 –ға тең квадраттың ішінде кез – келген екеуінің рақашықтығы бүтін сан болатындай етіп 6 нүкте таңдап алынған. Осы қашықтықтардың кем дегенде екеуі тең болатынын дәлелдеңдер.                                                                 

Шешуі: АС = 10[image: image36.png]


. АС диагоналінің бойынан М, N, К, Е, F, Q   алты нүкте алайық.MK = 1, KN = 2, ЕК =3, EF = 4. MF = MN + KN + EK + EF

MF = 1 +2 +3 +4,  MF = 10.  QF ≤ 4,сонда   11≤ MQ≤ 14, ал  10[image: image38.png]


 > 14. 

Демек, қашықтықтардың кемінде екеуі тең болады. 

10x10

[image: image39.png]



                                                                11 сынып

І тур

1. Шеңберге іштей сызылған трапецияның бүйір қабырғаларының ұзындықтарының қосындысы [image: image40.wmf]10

4

, биіктігі 6, ал ауданы 72 болса, шеңбердің радиусын табыңдар

        Шешуі: І тәсіл. Тек теңбүйірлі трапецияға ғана сырттай шеңбер сызуға                                            болатындығы  бізге белгілі, олай болса, АВ = СД = 2[image: image42.png]



∆АВМ – нен  АМ2 = АВ2 – ВМ2, 

   АМ2 = (2[image: image44.png]


)2 – 36 = 4, АМ = 2, 

 АД = ВС + 2АМ, яғни АД = ВС + 4 

ендеше,       [image: image46.png]BC+BC+4



 ∙6 = 72 ⇒ ВС = 10, 

АД = 14. sin (∠A) = [image: image48.png]AB



 ,         

 sin (∠A) = [image: image50.png]2v10



 = [image: image52.png]


 ,        sin (∠A) = [image: image54.png]



 ∆МВД – дан  ВД2 = ВМ2 +ДМ2, 

 ВД2 = 36 + 144 = 180 , ВД = [image: image56.png]


 = 6[image: image58.png]


  ∆АВД –дан     [image: image60.png]B
sin (2A)




 = 2R,     
R = [image: image62.png]B
2sin (2A)



 , R = [image: image64.png]


 = [image: image66.png]


 = 5[image: image68.png]


 
Жауабы: 5[image: image70.png]


 

ІІ тәсіл.    

R = [image: image72.png]


       [image: image74.png]Saaez



 = [image: image76.png]


   немесе [image: image78.png]Saaez



 = [image: image80.png]


АД ∙АВ∙ sin (∠A) 
[image: image82.png]Saaez



 = [image: image84.png]


14∙2[image: image86.png]


 ∙ [image: image88.png]


 = 42       R = [image: image90.png]142110 615
242



 = 5[image: image92.png]



R = 5[image: image94.png]



ІІІ тәсіл. Есептің бұл шешімі ғаламтордан алынды. Енді осы шешімге тоқталайық  ( авторы Х. Утешов )

Шешуі: [image: image95.wmf](
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 жүйені шешкенде х=1 шығады, радиусты табамыз:  R2=49+1=50см2  [image: image98.wmf]см
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Есептің шешімінде шеңбердің центрі   КF кесіндісінің бойындағы О нүктесі, яғни шеңбердің ішінде деп қарастырылған. Теңбүйірлі трапеция болғандықтан шеңбердің центрі трапецияның ішінде жатпауы да мүмкін ғой. Осыған байланысты келесі қосымша есепке тоқталайық.

Есеп: Тең бүйірлі трапецияның табандарының ұзындықтары 14см және 10см. Биіктігінің ұзындығы қандай болғанда трапецияға сырттай сызылған шеңбердің центрі:а) Трапецияның үлкен табанында:
           ә) Трапециядан тысқары

б) Трапецияның ішінде жатады.

Шешуі: І тәсіл. Трапеция тең бүйірлі 

болғандықтан, оған сырттай шеңбер
            сызылған. Оның центрі трапецияның

 үлкен табанында жатқан О нүктесі    
               болсын. Төбелерінің координаталары  
А(-7; 0),  В(-5;һ), С(5;һ),  Д(7;0) болатындай 

етіп тікбұрышты координаттар жүйесін

 еңгізейік(һ трапеция биіктігінің ұзындығы) 1а – сурет. А мен С және С мен Д нүктелерінің арақашықтықтарын d=[image: image100.png]VO = %)+ (0, — y1)?



  формуласы бойынша есептейміз. Сонда АС= [image: image102.png]V122 + h?



 = [image: image104.png]vhZ + 114



 ,  

 СД = [image: image106.png]J2Z+ (—h)?



 = [image: image108.png]VhZ + 4



 болады. АСД үшбұрышында  [image: image110.png]£C



 = 90° болғандықтан  [image: image112.png]|AC|>+ |CA?



=[image: image114.png]|AZ)?



, яғни [image: image116.png]h? + 114



 +[image: image118.png]h2
+4



 = 196 , 

бұдан   һ = 2[image: image120.png]


 
ІІ тәсіл.СА мен СД – ны өзара перпендикуляр векторлар деп қарастырайық. Онда [image: image122.png]CA



 [image: image124.png]{—12; —h)}



 және [image: image126.png]


 [image: image128.png]{2; h)



 болады. Перпендикуляр векторлардың скаляр көбейтіндісі   - 24 + һ2 = 0, осыдан һ = 2[image: image130.png]


 

ІІІ тәсіл. О(0;y0) шеңбердің центрі болсын.[image: image132.png]



[image: image134.png]|oc|



 = [image: image136.png]|oz|



 = һ болады. (1ә – сурет)

∆ОNД ⇒∠N = 90°, [image: image138.png][ON|



 = y0      

[image: image140.png]NI



 = 7 , [image: image142.png]oA



 [image: image144.png]= |ON|?



 + [image: image146.png]N2



⇒

⇒ y02 +49 =[image: image148.png]oA



     В(-5;h)
∆OKC⇒∠K = 90°, [image: image150.png]|OK|



 = h -  y0  , 

[image: image152.png]|OK|?



 +  [image: image154.png]|KC|?



 = [image: image156.png]|oc|?



 ⇒ [image: image158.png](h — ¥p)?



 +52 = һ2 – 2һy0 + y02 + 25 =  [image: image160.png]|oc|?



 өрнегін аламыз y02 + 49 = һ2 – 2һy0 + y02 + 25⇒ 
һ2 – 2һy0 – 24 = 0, осыдан, y0 = [image: image162.png]h?—24
2h




  

Сонымен,  а) Егер y0 > 0 болса, [image: image164.png]h?—24
2h




 > 0 яғни һ > 2[image: image166.png]


  болғанда шеңбердің центрі трапецияның ішінде жатады. Бізде һ = 6, 6 > 2[image: image168.png]


 

ә) Егер 0< h < 2[image: image170.png]


   болса , онда шеңбердің центрі трапециядан тысқары жатады, себебі  y0< 0

б) Егер һ = 2[image: image172.png]


  болса, онда шеңбердің центрі трапецияның үлкен табнында жатады. Бұл есепті басқа да бірнеше тәсілмен шығаруға болады.

Қорыта айтқанда, қосымша есепті шығармай жатып  трапецияға сырттай сызылған шеңбердің центрінің орнын алдын – ала анықтау жаңсақ пікір деп есептеймін. Сонымен, 6 > 2[image: image174.png]


 болғандықтан, трапецияға сырттай сызылған шеңбердің центрі трапецияның ішінде жатады, ендеше R = 5[image: image176.png]



 Қай тәсілдің тиімді екендігін оқырман өзі анықтай жатар.

             2 есеп. Бізге * амалының мынадай қасиеттері белгілі: 

                [image: image177.wmf]0
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    [image: image179.wmf]10

100

*

  өрнегінің мәнін табыңдар
Шешуі: 100[image: image181.png]+10



 = 100 ∗( 9+ 1) = 100∗9 + (100 – 9 ) = 100∗9 + 91

              100∗9 = 100∗( 8+ 1) = 100∗8 + (100 – 8 ) = 100∗8 + 92

              ............................................................................................

              100∗2 = 100∗( 1+ 1) = 100∗1 + (100 – 1 ) = 100∗1 + 99

              100∗1 = 100∗( 0+ 1) = 100∗0 + (100 – 0 ) = 0 + 100 = 100

Бұдан   100[image: image183.png]+10



 = 91 + 92 + ∙∙∙ +100 = 995, демек, 100[image: image185.png]+10



 = 995
Жауабы:   100[image: image187.png]+10



 = 995
3 есеп. 10х+11х+12х=13х+14x   теңдеуін нақты сандар жиынында   

    шешіңдер.

Шешуі: Дербес жағдайларды қарастырайық. 

x = 0   100 + 110 +120 = 130 + 140,        3≠2

x = 1   101 + 111 +121 = 131 + 141,       33≠27

x = 2   102 + 112 +122 = 132 + 142,        365 = 365

Берілген теңдеуді түрлендіреміз 
[image: image189.png]()



+[image: image191.png]&y



+[image: image193.png]&y



= [image: image195.png](Y



 + 1 Теңдеудің сол жағында [image: image197.png]KeMiMerTi



, ал оң жағында өспелі функция, сондықтан бұл функциялар бір ғана нүктеде қиылысады, олай болса,  x = 2 теңдеудің шешімі  болады
 Жауабы:    x = 2
11 сынып

ІІ тур
4 есеп. Сколько шестизначных натуральных чисел, кратных 3, десятичная запись которых содержит только 0,1,2 ?
 Шешуі. Тек 0,1,2 цифрларынан ғана тұратын 3 – ке бөлінетін 6 орынды санның құрамындағы әр цифрдың саны әртүрлі болады. Мысалы 122220, 112200, 111120, 120000. Осы төрт санның цифрларының орнын алмастырып (ауыстырып) әртүрлі қанша  алты орынды сан алуға болатындығын табайық. 122220 санына байланысты қайталанатын алмастырулар саны (число всех перестановок с повторениями) . С6(1,4,1) = [image: image199.png]


 =[image: image201.png]


 = 30. 

   Санның алғашқы цифры нолге тең бола алмайтындықтан, С5(1,4) табамыз     С5(1,4) = [image: image203.png]


 =[image: image205.png]


 = 5.             С6(1,4,1) – С5(1,4) = 30 – 5 = 25

Сонымен, 122220 санының цифрларының орнын алмастырып әртүрлі 25 алты орынды сан аламыз. Екінші санға қатысты қайталанатын алмастырулар санын анықтайық. 

С6(2,2,2)[image: image207.png]


 =[image: image209.png]


 = 90.

С5(2,2,1) = [image: image211.png]


 =[image: image213.png]


 = 30   

С6(2,2,2) – С5(2,2,1) =90 – 30 = 60

Үшінші санға тиісті қайталанатын алмастыру саны да 25 болады. Төртінші санға қатысты алмастырулар саны С6(1,1,4) – С5(1,1,3) =30 – 20 = 10

Демек, 0,1,2 цифрларынан тұратын 3 –ке бөлінетін 25 + 60 + 25+10 = 120 алты орынды сан бар. Жауабы: 120

               5 есеп. 2а·3в-3в+1+2a=13 теңдеуін теріс емес бүтін сандар жиынында     шешіңдер.

Шешуі: теңдеуді түрлендіріп жазайық. 2а(3в+1) – 3(3в+1) =10, 

(3в+1)(2а - 3) =10 ,    10 – ды да көбейткіштерге жіктеп,келесі түрлендірулерді шешейік. 

1. 3в+1 =10,     2а-3 =1    3в =9,   2а=4 ⇒ в=2, а=2.
2. 3в+1 =2,     2а-3 =5    3в =1,   2а=8 ⇒ в=0, а=3.
3. 3в+1 =1,     2а-3 =10  ⇒  3в≠0,   2а≠13  

4. 3в+1 =5,     2а-3 =2  ⇒  3в≠4,   2а≠5    

Өйткені а мен в  теріс емес бүтін сандар.

Жауабы: (2;2), (3;0)

6 есеп. Үшбұрыш қабырғаларының ұзындықтары  [image: image214.wmf]c
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теңдігін қанағаттандырады. Осы үшбұрыштың мәні ортаншы болатын бұрышын табыңыз.

Шешуі:[image: image216.png]at2s+c
(a+5)(5+0)



  =[image: image218.png]2484



 ⇒  (а+2в+с)(а+в+с)=3(а+в)(в+с)⇒ а2+3ав+2ас+ 3вс+

+ 2в2+с2 =3ав+3ас+3вс+3в2. Теңдіктің екі жағындағы ұқсас мүшелерін біріктіріп алатынымыз:  а2-ас-в2+с2=0

Сонымен, [image: image220.png]{ B?=a’+c’ —ac
B2 = a2 + ¢ — 2accosp



      осыдан, ас = [image: image222.png]2accosp



 яғни, [image: image224.png]cosp



 =  [image: image226.png]


,[image: image228.png]


=60°          

Жауабы: [image: image230.png]


=60° 

Садықов Амангелді

ШҚО, Бородулиха ауданы

«Зубаир орта мектебі»   
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